
Метод еквiвалентних фотонiв

М.П. Меренков

10 июня 2023 г. 1 / 15



Introduction

При аналiзi пружного розсiювання електронiв та мюонiв ми бачили, що ди-
ференцiальний перерiз цього процесу при розсiюваннi на нульовий кут звер-
тається в нескiнченнiсть, оскiльки в цьому випадку вiртуальнiсть (квадрат
4−iмпульсу) промiжного фотона, за рахунок якого здiйснюється взаємодiя,
що обертається в нуль. Якщо цей процес супроводжуватиметься випромiню-
ванням реального фотона, мiнiмальна вiртуальнiсть (за модулем) промiжного
фотона вже не дорiвнюватиме нулю (хоча залишиться досить малою, близько
m2), i можна знайти вiдповiдний диференцiальний перерiз. При високих енер-
гiях частинок, що стикаються, головний внесок у перерiз, який набирається в
областi малих вiртуальностей, близьких до мiнiмальної, буде посилено лога-
рифмом енергiї i може бути обчислений за допомогою методу еквiвалентних
фотов. Цей метод називають також методом Вайцзеккера-Вiльямса.
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Для визначеностi та рiзноманiтностi ми розглянемо застосування методу еквi-
валентних фотонiв при розрахунку повного перерiзу процесу фотонародження
триплетiв

γ(k) + e−(p) → e−(k1) + e+(k2) + e−(p1) , q = p − p1 = k1 + k2 − k , (1)

У кiнематицi, що розглядається (у сферi малих вiртуальностей промiжного фо-
тона) конфiгурацiя процесу така, що у системi спокою початкового електрона
у кiнцевому станi є яскраво виражений електрон вiддачi з малою енергiєю
та електронно-позитронна пара, яка забирає майже всю енергiю початкового
фотона. У с.ц.i. є електрон, що рухається в напрямку електронного пучка i
електронно-позитронна пара, що вилiтає за напрямком фотона. При цьому

s = (k + p)2 ≫ |q|2 , m2 . (2)

Це означає, що якщо виконанi умови (2), кiнцевi електрони роздiленi кiнема-
тично i можна вiдокремити електрон вiддачi вiд електрона народженої пари.
Iншими словами, немає необхiдностi враховувати ефекти, пов’язанi iз тотож-
нiстю електронiв.
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Оскiльки утворенi електрон та позитрон вилiтають пiд малими кутами по вiд-
ношенню до 3-iмпульсу фотона, квадрат iнварiантної цiєї пари не може бути
великим, а саме

s1 = (k + q)2 = (k1 + k2)
2 ≈ ω2

ε1 ε2

(
m2 +

ε21ε
2
2 θ

2

ω2

)
,

де ω− енергiя фотона, ε1 (ε2) енергiя електрона (позитрона), а θ−кут мiж 3-
iмпульсами електрона i позитрона, причому iстотнi значення θ порядку m/ω.
Обчислимо перерiз процесу (1), свiдомо нехтуючи доданками порядку
m2/s |q|2/s. У с.ц.i. вiдповiдний внесок у перетин набирається в дiлянцi малих
кутiв розсiювання.
Вiдповiдно до загальних правил диференцiальний перерiз процесу можна за-
писати у виглядi

d σ =
1

4

1

2s
|M|2d Φe+e−

d3 p1
(2π)32E1

, |M|2 = |Jµ jµ|2

q4
, (3)

де квадрат матричного елемента |M|2 визначається через струми переходiв
γ → e+e− (J) i e−(p) → e−(p1) (j), якi визначаються наступним чином
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Jµ = −e2ū(k1)
[
γλ

q̂ − k̂2 +m

(q − k2)2 −m2
γµ + γµ

k̂1 − q̂ +m

(k1 − q)2 −m2
γµ

]
v(k2) ε

λ(k) ,

jµ = −ieū(p1)γ
µ u(p) , (4)

а фазовий обсяг електронно-позитронної пари визначено як

dΦe+e− =
1

(2π)2
δ(k + p − k1 − k1 − p1)

d3k1
2ε1

d3k2
2ε2

.

У цих формулах ε1 (ε2)−енергiя народженого електрона (позитрона), а E1−
енергiя електрона вiддачi. Перевiримо насамперед, що струм Jµ задовольняє
калiбрувальної умовi: Jµ qµ = 0. Перший доданок у квадратних дужках у виразi
Jµ q

µ буде

γλ
q̂ − k̂2 +m

(q − k2)2 −m2
q̂ =

γλ
q2 − 2(k2q)

[
q2 − 2(k2q) + q̂(k̂2 +m)

]
,

що в обрамленнi бiспiнорiв (з урахуванням рiвняння Дiрака) ū(k1) i v(k2) про-
сто дає

ū(k1)γλv(k2) ,

оскiльки (k̂2 +m)v(k2) = 0. Другий доданок буде

q̂
k̂1 − q̂ +m

(k1 − q)2 −m2
γλ =

[
− q2 + 2(k1q)− (k̂1 −m)q̂

] γλ
q2 − 2(k1q)

,

що в обрамленнi бiспiнорiв дає

−ū(k1)γλv(k2) .

Як видно, у сумi вони дають нуль, що й потрiбно було довести.
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q̂
k̂1 − q̂ +m

(k1 − q)2 −m2
γλ =

[
− q2 + 2(k1q)− (k̂1 −m)q̂

] γλ
q2 − 2(k1q)

,

що в обрамленнi бiспiнорiв дає

−ū(k1)γλv(k2) .

Як видно, у сумi вони дають нуль, що й потрiбно було довести. Зауважимо
також, що струм Jµ є с-числовим 4-вектором (не є матрицею в спинорному
просторi), тому

Jµ j
µ = −ieū(p1)Ĵu(p) (5)

|M|2 = e2

q4
Sp(p̂1 +m)Ĵ (p̂ +m)Ĵ∗ . (6)

Взяття шпуру (6) дає

|M|2 = 4e2

q4
[
(p1J)(pJ

∗) + (p1J
∗)(pJ) + (m2 − (pp1))(JJ

∗)
]
. (7)
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При високих енергiях головний вклад |M|2 дають доданки, якi пропорцiйнi
величинi s2. Щоб видiлити такий внесок, нагадаємо, що утворена пара ле-
тить уздовж напрямку 3-iмпульсу початкового фотона, а розсiяний електрон
(електрон вiддачi) летить уздовж напрямку 3-iмпульсу початкового електрона.
Струм Jµ будується з 4-iмпульсiв k k1 i k2, i тiльки скалярнi добутки 4-векторiв
(kp), (k1p) i (k2p) будуть порядку s = 2(kp) (скалярнi длбутки 4-векторiв
(qp), (qk1), (qk2) не дадуть у цьому випадку великого iнварiанту s !) Тому
у виразi (7) для |M|2 можна вiдкинути доданки типу m2, (qJ) i q2, внаслiдок
чого отримуємо

|M|2 = 8e2

q4
|(pJ)|2 . (8)

Для опису процесiв у зазначенiй вище кiнематицi зручно розкласти 4-iмпульс
промiжного фотона на складовi "вздовж" 4-iмпульсiв початкових частинок та
поперечнi до них, саме

q = αp′ + βk + q⊥ , p′ = p − m2

2(kp)
k , p

′2 = 0 , (q⊥p) = (q⊥k) = 0 . (9)

Змiннi α, β i q⊥ називаються змiнними Судакова.
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У с.ц.i. 4-вектор q⊥ має складовi тiльки в площинi перпендикулярної лiнiї зi-
ткнення початкових частинок. Якщо цю лiнiю вибрати вздовж осi Z , то

q⊥ = (0, qx , qy , 0) , q2⊥ = −q2
⊥ , (10)

де q⊥ є двовимiрним евклiдовим вектором.
У диференцiальний перерiз (3) входить

d3p1
(2E1)

= d4p1 δ(p
2
1 −m2) = d4q δ(p21 −m2).

Напишемо вирази для d4q i δ(p21−m2) у термiнах змiнних Судакова (α, β, q⊥).
Очевидно

d4q = dq0 dqz d
2q⊥ ,

де у спiввiдношеннi iз (9)

q0 =

√
s

2

(
α+ β

)
, qz =

√
s

2

(
− α+ β

)
так що

d q0 d qz =

∣∣∣∣∣ ∂ q0
∂ α

∂ q0
∂ β

∂ qz
∂ α

∂ qz
∂ β

∣∣∣∣∣ d α d β =
1

4

∣∣∣∣ √
s

√
s

−
√
s

√
s

∣∣∣∣ d α d β =
s

2
d α d β . (11)
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Тому

d4 q =
s

2
d α d β d2 q⊥ , d2 q⊥ =

1

2
d |q⊥|2 d φ . (12)

Iнтегрування d α можна пов’язати з iнтегруванням по квадрату iнварiантної
маси народженої пари s1, а функцiю δ(p21 −m2), яка входить у фазовий обсяг
електрона вiддачi, можна використовувати для зняття iнтегрування по d β. З
цiєю метою виразимо p21 i s1 через змiннi Судакова

p1 = p − q , p21 −m2 = q2 − 2(pq) = −q2
⊥ + sαβ − sβ − αm2 ,

s1 = (k + q)2 = q2 + 2(kq) = −q2
⊥ + sαβ + sα . (13)

Умову p21 −m2 = 0 сформулюємо, виразивши змiнну α через s1 i β, саме

−q2
⊥ − sβ +

s1 + q2
⊥

1 + β

(
β − m2

s

)
= 0 .

Так як q2
⊥, s1 ≪ s, останнiй доданок у цьому виразi малий i їм можна знехту-

вати. Тодi отримаємо

− q2
⊥ − sβ = 0 , s1 = −q2

⊥ + sα , (14)

δ(p21 −m2) d β =
1

s
, d α =

d s1
s

, d4 q δ(p21 −m2) =
1

2s
d s1 d

2q⊥ .
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При написаннi q4 у знаменнику квадрата матричного елемента (8) треба бути
обережнiшим. Представивши q2 таким чином, щоб змiнна β входила тiльки
до знаменника, отримаємо

q2 = −q2
⊥ + sαβ = −q2

⊥ +
(−q2

⊥ − αm2)(s1 + q2
⊥)

s(1− α)(1 + β)
. (15)

Очевидно, що у другому доданку у правiй частинi (15) можна знехтувати чле-
нами, якi мiстять q2

⊥, тому що вони входять з малими множниками m2/s , s1/s ,
i q2

⊥/s. Для змiнної α у чисельнику слiд тому використовувати вираз α = s1/s,
а в знаменнику знехтувати α i β в порiвняннi з одиницею i тодi

q2 = −q2
⊥ −m2

( s1
s

)2

. (16)

Розберемося тепер iз чисельником квадрата матричного елемента (8), тобто з
|(Jp)|2. В силу калiбрувальної iнварiантностi, як уже показано, (Jq) = 0,

q = α p′ + β k + q⊥ , p′ =
1

α

(
q − β k − q⊥

)
.

Оскiльки Jµ будується з 4-iмпульсiв k, k1 i k2, то (Jk) ∼ (Jq⊥) ∼ s1 , (Jp) ≈
(Jp′) ∼ s.
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Але оскiльки β = −q2
⊥/s, при обчисленнi (Jp) можна вважати, що

p =
1

α

(
q − q⊥

)
,

а з умови (Jq) = 0 маємо

(Jp) = − 1

α
(Jq⊥) =

s

s1
(J n⊥)|q⊥| , (17)

де n⊥ одиничний евклiдовий вектор у напрямку q⊥, так що

J n⊥ = Jx cosφ+ Jy sinφ .

Це означає, що квадрат матричного елемента

|M|2 = 8 e2 q2
⊥[

q2
⊥ +m2(s1/s)2

]2( s

s1

)2

|(J n⊥)|2 . (18)
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Отже, ми досягли поставленої мети: видiлили головний асимптотичний вклад
|M|2, пропорцiйний (s/s1)

2. При цьому у чисельнику видiлилися множники q2
⊥

i |(J n⊥)|2, i диференцiальний перерiз (3) набуває наступного вигляду

d σ =
α

π2

s∫
4m2

ds1
s1

m2∫
0

|q⊥|2 d |q⊥|2[
|q⊥|2 +m2(s1/s)2

]2
2π∫
0

dφ
1

4

1

2s1
|(J n⊥)|2 d Φe+e− . (19)

Верхня межа iнтегрування по |q⊥|2 написана з урахуванням того, що в кiне-
матицi, що розглядається, ефективнi значення |q⊥|2 ≪ m2. Враховуючи далi,
що

2π∫
0

dφ |(J n⊥)|2 = π
(
|Jx |2 + |Jy |2

)
,

d σγγ∗
(s1, q2

⊥) =
1

4

1

2s1

(
|Jx |2 + |Jy |2

)
d Φe+e− ,

отримаємо

d σ =
α

π

s∫
4m2

ds1
s1

m2∫
0

|q⊥|2 d |q⊥|2[
|q⊥|2 +m2(s1/s)2

]2 d σγγ∗
(s1, q2

⊥) . (20)
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У логарифмiчному наближеннi (з урахуванням тiльки доданку, що мiстить ве-
ликий логарифм ln (s/m2)) залежнiстю вiд маси вiртуального фотона у (20) у
виразi для d σγγ∗

(s1, q2
⊥) можна знехтувати. Оскiльки повний перерiз процесу

двофотонного народження електронно-позитронної пари спадає зi зростанням
енергiї принаймнi як 1/s1, при обчисленнi повного перерiзу процесу (1) верхню
межу iнтегрування по s1 можна покласти рiвним нескiнченностi. Тодi отри-
маємо (для повного перерiзу), виконавши пiд знаком iнтеграла iнтегрування
d Φe+e−

σ =
2α

π
ln
( s

m2

) ∞∫
4m2

ds1
s1

σγγ(s1) . (21)

Ця формула виражає основу розрахунку повного перерiзу народження три-
плетiв при високих енергiях у логарифмiчному наближеннi методом еквiва-
лентних фотонiв. Такого ж типу формули можуть застосовуватись i при аналiзi
диференцiальних розподiлiв компонентiв пари. Вони застосовнi також i до iн-
ших процесiв, що йдуть за рахунок обмiну фотоном у t−каналi.
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Обчислимо коефiцiєнт при ln (s/m2), використовуючи готову формулу для по-
вного перерiзу утворення електронно-позитронної пари при зiткненнi двох фо-
тонiв (див. А.I. Ахiєзер, В.Б. Берестецький, "Квантова Електродинамiка 1981р.,
Стор.282, (4.5.20))

σγγ =
π r20m

2

ω2
0

[(
2 +

2m2

ω2
0

− m4

ω4
0

)
ln
(ω0

m
+

√
ω2
0

m2
− 1

)
−

√
1− m2

ω2
0

(
1 +

m2

ω2
0

)]
,

(22)
де r0 = α/m−класичний радiус електрона та

ω2
0 =

1

4
(k + q)2 =

s1
4
,

ω2
0

m2
=

s1
4m2

.

Зручно зробити замiну змiнної

x =

√
1− 4m2

s1
,

4m2

s1
= 1− x2 ,

4m2 ds1
s21

= 2x dx . (23)
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При цьому

ln
(√ s1

4m2
+

√
s1
4m2

− 1
)
=

1

2
ln
(1 + x

1− x

)
, 4m2 < s1 < ∞ → 0 < x < 1 ,

i перерiз набуває вигляду

σ = 2α r20 ln
s

m2

1∫
0

[
x(3− x4) ln

(1 + x

1− x

)
+ 2x2(x2 − 2)

]
dx . (24)

Елементарне iнтегрування у правiй частинi (24) дає

σ(γ + e− → e+ + e− + e−) =
28

9
α r20 ln

s

m2
. (25)
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