
Теорiя перколяцiї (протiкання). Алгоритм Гошена-Копельмана

У фiзицi, хiмiї та матерiалознавствi перколяцiя (вiд лат. percolare – «фiльтрувати,
просочуватися крiзь») вiдноситься до руху та фiльтрацiї рiдин крiзь пористi матерiали.

Назва теорiї, що вiдображає її мету, походить з такої задачi. Нехай в пористий матерiал
заливається рiдина. Чи просочиться вона крiзь мережу пор аж до протилежного боку?

Математично цю фiзичну задачу моделюють d-вимiрною мережею на ґратцi розмiрнiстю Ld

вузлiв. Сусiднi вузли сполученi мiж собою шляхами, якi можуть з iмовiрнiстю p бути
вiдкритими. Яка ймовiрнiсть того, що в системi iснує наскрiзний ланцюжок вiдкритих шляхiв?
Особливо цiкава поведiнка при великих L. Поставлена так задача, що отримала назву
перколяцiї зв’язкiв (bond percolation), була сформульована Бродбентом та Гаммерслi в 1950-х,
пiсля чого почалося й продовжується її дослiдження фiзиками та математиками.

Дещо по iншому формулюється задача перколяцiї
вузлiв (site percolation).
Припускається, що вузол може бути з iмовiрнiстю
p заповненим. В протилежному випадку вiн є
порожнiм. Питання не змiнюється: яка iмовiрнiсть
iснування наскрiзного (заповненого) кластеру?

Приклад – фронт перколяцiї на квадратнiй ґратцi
з p = 0.593 (близькокритичне значення).

Застосування теорiї перколяцiї: матерiалознавство, стiйкiсть матерiалiв (у т.ч. радiацiйна),
нафтова промисловiсть, побудова мереж (iнтернет), вiрусологiя, екологiя (лiсовi пожежi),
харчова промисловiсть (фiльтрацiя кави, випiчка, ...)
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Найважливiше питання з боку всiх застосувань:
За яких значень p у системi з’являється наскрiзний кластер?

p=0.4 p=0.6

На це питання однозначним чином можна вiдповiсти лише в термодинамiчнiй границi
(L→∞):

1) якщо p < pc – є лише кластери скiнченних розмiрiв;

2) якщо p > pc – є один наскрiзний кластер;

Як визначити критичне значення pc – порiг перколяцiї (percolation threshold)?

→ Для бiльшостi геометрiй ґраток точних аналiтичних вiдповiдей немає. Застосовують
чисельний аналiз.

Для систем скiнченного розмiру (тобто в бiльшостi чисельних розрахункiв) додатково
визначають iмовiрнiсть протiкання:

π(p, L)

– iмовiрнiсть, того, що в конкретному випадку ми отримаємо наскрiзний кластер.
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Як найефективнiше проаналiзувати кластерiзацiю? Як виявити наскрiзний кластер?

→ У бiнарному поданнi – вiзуально досить складно.
Але iснує багато алгоритмiв для ефективного розрiзнення кластерiв.

p=0.6

У рамках цього курсу ми детально опрацюємо алгоритм Гошена–Копельмана (1976 р.). ∗

∗ Hoshen, J.; Kopelman, R. (1976). "Percolation and cluster distribution. I. Cluster multiple labeling technique and
critical concentration algorithm". Phys. Rev. B. 14 (8): 3438–3445.
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Алгоритм Гошена–Копельмана:
Починаемо з випадкової конфiгурацiї на ґратцi
(1 i 0 розподiленi випадково вiдповiдно до
обраного p).

Послiдовно перебираємо вузли (наприклад,
злiва-направо нижнiй рядок, потiм рядок вище).

Першому заповненому вузлу вiшаємо
кластерний ярлик «1».

Якщо наступний заповнений вузол з’єднаний з
кластером (перевiряємо лише попереднiх
сусiдiв) – той самий ярлик; якщо нi – n + 1.

Порожнi вузли залишаємо «0».

У разi «конфлiкту» (два сусiди мають рiзнi
ярлики) – вiшаємо менший ярлик.

Також зберiгаємо окремо «коректний» ярлик
(proper label).

→ У разi «конфлiкту» оновлюємо «коректний»
ярлик.

Пiсля проходження всiєї ґратки замiнюємо
ярлики на «коректнi» ярлики на всiх вузлах.

1 1 0 1 1 1 0
1 0 0 0 1 1 1
0 1 1 0 0 1 1
1 1 1 1 1 1 1
0 0 1 0 1 1 1
1 1 0 0 1 1 1
1 0 1 1 0 1 0

"0" = порожній
"1" = заповений 

7 7 0 9  3 0
7 0 0 0 8 3 3
0 6  0 0 3 3
6 6 5 5  3 34

8

5

0 0 5 0 4 3 3
1 1 0 0 4 3 3
1 0 2 2 0 3 0

Конфлікт!

7 7 0 3 3 3 0
7 0 0 0 3 3 3
0 3 3 0 0 3 3
3 3 3 3 3 3 3
0 0 3 0 3 3 3
1 1 0 0 3 3 3
1 0 2 2 0 3 0

А.Г. Сотнiков (ННЦ ХФТI) Моделювання та числовi методи у ФКС лекцiя 3: теорiя перколяцiї 4 / 9



Приклад з наскрiзним кластером:

p=0.6
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Кiлькiснi характеристики кластерiзацiї та перколяцiї в цiлому:
s – розмiр кластеру (кiлькiсть вузлiв у кластерi).
ns – середня кiлькiсть кластерiв (розмiру s), що припадає на вузол ґратки.
Тодi ∑

s

sns = p – iмовiрнiсть приналежностi до будь-якого кластеру.

Таким чином можна визначити середнiй розмiр кластеру (за винятком наскрiзного, що
позначимо ′ у знаках суми)

S(p) =

∑′ s2ns∑′ sns .
Ця характеристика має розбiжнiсть з наближенням p до критичного значення, p → pc . Це є
зручною ознакою критичного режиму протiкання.
Ще одна важлива кiлькiсна характеристика – P∞(p) – iмовiрнiсть того, що заповнений вузол
входить до наскрiзного кластеру.

Розглянемо одновимiрний випадок:
Iмовiрнiсть виявлення кластеру саме розмiру s: (1− p)ps (1− p).

Цей кластер може починатись на будь-якому з L вузлiв, тому Lps (1− p)2.

Звiдси в розрахунку на вузол: ns = ps (1− p)2.
Середнiй розмiр кластеру:

S(p) =

∑
s2ps (1− p)2∑
sps (1− p)2

=

∑
s2ps∑
sps

=

∑
s(s − 1)ps∑

sps
+ 1 =

2p

1− p
+ 1 =

1 + p

1− p
.

Вочевидь, S(p) має розбiжнiсть лише за p = 1. Це має сенс, бо наскрiзний кластер в
одновимiрному випадку буде лише коли всi вузли заповненi.
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Критична поведiнка:
Перколяцiя є прикладом геомеричного фазового переходу.

Тому за p = pc буде спостерiгатись характерна критична поведiнка кореляцiйної довжини ξ.

Якщо ввести G(r) – iмовiрнiсть того, що два заповненi вузли на вiдстанi r належать до одного
кластеру, то за p 6= pc :

G(r) ∼ exp(−r/ξ).

Сама ж кореляцiйна довжина буде мати розбiжнiсть за p = pc . Її критична поведiнка в околi
критичної точки:

ξ ∼ |p − pc |−ν .

Так само i середнiй розмiр кластеру:

S(p) ∼ |p − pc |−γ .

Як i ймовiрнiсть того, що заповнений вузол входить до наскрiзного кластеру:

P∞(p) ∼ (p − pc )
β
.

Усi перелiченi степеневi закономiрностi виконуються строго тiльки для нескiнченних систем.

Критичнi експоненти {ν, γ, β, ...} пiдкорюються законам унiверсальностi, таким чином
залежать тiльки вiд вимiрностi простору d (на вiдмiну вiд значень pc , що залежить також вiд
геометрiї гратки: pc ≈ .5927 для квадратної, pc = 1/2 для трикутної тощо)
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Унiверсальнiсть:
У дво- та тривимiрному просторi встановлено наступнi значення експонент:

Функцiональний вигляд Експонента d = 2 d = 3

Параметр порядку P∞(p) ∼ (p − pc )
β β 5/36 0.41

Середнiй розмiр кластеру S(p) ∼ |p − pc |−γ γ 43/18 1.80
Кореляцiйна довжина ξ ∼ |p − pc |−ν ν 4/3 0.88

Кiлькiсть кластерiв на вузол ns ∼ s−τ τ 187/91 2.18

Iснують також додатковi спiввiдношення мiж експонентами, наприклад за d ≤ 6 (hyperscaling):

2β + γ = νd.

Масштабування зi скiнченних розмiрiв (finite-size scaling):
Як побачити критичну поведiнку за скiнченних розмiрiв системи?

Система з лiнiйними розмiрами L природньо обмежує кореляцiйну довжину

L & ξ ∼ |p − pc |−ν .

Таким чином, мають прояв ефекти скiнченностi для наступних p в околi pc :

|p − pc | ∼ L−1/ν
.

Зокрема, S(p) не буде мати розбiжностi, а буде скiнченний максимум:

S(p ≈ pc ) ∼ Lγ/ν .

Проводячи розрахунки за рiзних L можна визначити критичнi експоненти.
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Ще один приклад: визначення критичного значення pc .
Для скiнченної системи можна виходити з наступного закону масштабування:

π(p, L) = g((p − pc )L
1/ν).

Це приводить до спiввiдношення

〈p(L)〉 − pc ∼ L−1/ν
.

В двовимiрному випадку, наприклад, ν = 4/3, тому можна визначити pc за достатньої
кiлькостi наборiв вимiрювань i рiзних L.
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